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Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíûìè çàìåíàìè â àðãóìåíòå îáîáù¼ííûõ ôóíê-
öèé, ðàçáèðàëèñü íà ñîîòâåòñòâóþùåì âåáèíàðå è â ïîñîáèè äëÿ äèñòàíöèîí-
íûõ çàíÿòèé. Â äàííîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îáîá-
ù¼ííûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ïîñòðîåíû èç îäíîìåðíîé äåëüòà-ôóíêöèè ñ
ïîìîùüþ çàìåí â àðãóìåíòå (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ) è óìíîæåíèÿ íà ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ.

Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ â Rm ôóíêöèÿ ψ(x) ïðèíèìàåò òîëüêî äåéñòâèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ, à ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ â Rm ôóíêöèÿ h(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ: äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p èíòåãðàë∫

Rm

|h(x)|dx
1 + |x|p

ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 Îáîáùåííîé ôóíêöèåé

h(x)δ
(
t− ψ(x)

)
íàçûâàþò ôóíêöèîíàë íà S(R × Rm) , çàäàííûé äëÿ ∀ϕ(t, x) ∈ S(R × Rm)
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ôîðìóëîé 〈
h(x)δ

(
t− ψ(x)

)
, ϕ(t, x)

〉
=

∫
Rm

h(x)ϕ
(
ψ(x), x

)
dx (1)

Çàìå÷àíèå. Ñ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáîáùåííûõ ôóíêöèé òàêîãî òèïà ìû
âñòðå÷àëèñü è ðàíüøå. Íàïðèìåð, íà âåáèíàðå ¾Ëèíåéíûå çàìåíû â àðãóìåí-
òå îáîáùåííîé ôóíêöèè¿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3 (çàäàíèå 1.20) ìû âûâåëè
ôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ äåéñòâèå îáîáùåííîé ôóíêöèè δ(x1 − x2) ∈ S ′(R2)
íà îñíîâíóþ, à èìåííî, äëÿ ∀ϕ(x) ∈ S(R2)

〈
δ(x1 − x2) , ϕ(x1, x2)

〉
=

+∞∫
−∞

ϕ(t, t) dt .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ôîðìó-
ëîé (1), åñëè â íåé ïåðåîáîçíà÷èòü ïåðåìåííûå

t = x1, x = x2

è ïîëîæèòü

h(x) = 1, ψ(x) = x2 .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ 1. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ðå-
øèì çàäà÷ó èç ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ïî ÓÌÔ 2018/2019 ó÷åáíîãî
ãîäà.

Çàäà÷à 1 Íàéòè â ïðîñòðàíñòâå S ′(R2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííîé
ôóíêöèè

f(x, y) = |x| δ(2x− y) .

Ðåøåíèå.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè äëÿ ëþ-

áîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(ξ, ζ) ∈ S(R2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî〈
F
[
|x|δ(2x− y)

]
(ξ, ζ) , ϕ(ξ, ζ)

〉
=
〈
|x|δ(2x− y) , F

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(x, y)

〉
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Ê ñîæàëåíèþ, áûëî áû íåâåðíûì äàëåå íàïèñàòü, ÷òî〈
|x|δ(2x− y) , F

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(x, y)

〉
=
〈
δ(2x− y) , |x|F

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(x, y)

〉
,

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ |x| íå ÿâëÿåòñÿ áåñíîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé, à, çíà-
÷èò, ôóíêöèÿ

|x|F
[
ϕ(ξ, ζ)

]
(x, y) /∈ S(R2) .

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèäåòñÿ ïîñòóïèòü ïî-äðóãîìó. Ñäåëàåì ëèíåéíóþ çà-
ìåíó {

t = −y,
x̃ = −x,

| detA| = 1

â àðãóìåíòå îáîáùåííîé ôóíêöèè

f(x, y) = |x|δ(2x− y)

(ñì. ïîñîáèå ¾Ëèíåéíûå çàìåíû â àðãóìåíòå îáîáùåííîé ôóíêöèè¿, îïðåäå-
ëåíèå çàìåíû â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì〈

|x|δ(2x− y) , F
[
ϕ(ξ, ζ)

]
(x, y)

〉
=
〈
|x̃|δ(t− 2x̃), F

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(−x̃,−t)

〉
Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü îïðåäåëåíèåì 1, â êîòîðîì ïîëîæèì

h(x̃) = |x̃|, ψ(x̃) = 2x̃

Òîãäà〈
|x̃|δ(t− 2x̃) , F

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(−x̃,−t)

〉
=

∞∫
−∞

|x̃|F
[
ϕ(ξ, ζ)

]
(−x̃,−2x̃) dx̃ =

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé

z = −x̃

ïîëó÷èì

∞∫
−∞

|x̃|F
[
ϕ(ξ, ζ)

]
(−x̃,−2x̃) dx̃ =

∞∫
−∞

|z|F [ϕ(ξ, ζ)] (z, 2z) dz =
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=
〈
|z| , F

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(z, 2z)

〉
= i
〈
−iz · sign z , F

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(z, 2z)

〉
=

= i
〈
sign z , −izF

[
ϕ(ξ, ζ)

]
(z, 2z)

〉
= i

〈
sign z , F

[
∂ϕ(ξ, ζ)

∂ξ

]
(z, 2z)

〉
(2)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1.14 â) èç çàäàíèÿ (ñì. ïîñîáèå ¾Ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç S ′(Rm)¿, çàäà÷à 6) áûëî íàéäåíî ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå

F [sign z] (y) = 2iP
1

y

Ñëåäîâàòåëüíî,

sign z = 2i F−1
[
P
1

y

]
(z)

Ïîýòîìó âûðàæåíèå (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

i

〈
sign z , F

[
∂ϕ(ξ, ζ)

∂ξ

]
(z, 2z)

〉
= i

〈
2i F−1

[
P
1

y

]
(z) , F

[
∂ϕ(ξ, ζ)

∂ξ

]
(z, 2z)

〉
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé çàìåíû â àðãóìåíòå îáîáùåííîé ôóíê-

öèè (ñì. ïîñîáèå ¾Ëèíåéíûå çàìåíû â àðãóìåíòå îáîáùåííîé ôóíêöèè¿) ïî-
ëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü:

i

〈
2i F−1

[
P
1

y

]
(z) , F

[
∂ϕ(ξ, ζ)

∂ξ

]
(z, 2z)

〉
= −2

〈
P

1

ξ + 2ζ
,
∂ϕ(ξ, ζ)

∂ξ

〉
=

= 2

〈
∂

∂ξ
P

1

ξ + 2ζ
, ϕ(ξ, ζ)

〉
Òàêèì îáðàçîì,

F
[
|x| δ(2x− y)

]
(ξ, ζ) = 2

∂

∂ξ
P

1

ξ + 2ζ

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ íå òðåáóåòñÿ.

Îòâåò. 2
∂

∂ξ
P

1

ξ + 2ζ
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Â çàêëþ÷åíèå ðåøèì åùå îäíó çàäà÷ó, òðåáóþùóþ ïðèìåíåíèÿ îïðåäå-
ëåíèÿ 1.

Çàäà÷à 2 (çàäàíèå 1.23 á)) Ïóñòü a > 0 . Â ïðîñòðàíñòâå S ′(R × R3)
íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x ∈ R3 îáîáùåííîé ôóíêöèè

f(t, x) =
δ(at− |x|)
|x|

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà äëÿ ∀ϕ(t, x) ∈ S(R× R3) âû÷èñëèì äåéñòâèå ôóíê-
öèîíàëà 〈

δ(at− |x|)
|x|

, ϕ(t, x)

〉
(3)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåéíîé çàìåíîé{
τ = at,

x̃ = x,
| detA| = a

â àðãóìåíòå îáîáùåííîé ôóíêöèè

f(x, y) =
δ(at− |x|)
|x|

(ñì. ïîñîáèå ¾Ëèíåéíûå çàìåíû â àðãóìåíòå îáîáùåííîé ôóíêöèè¿, îïðåäå-
ëåíèå çàìåíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò), ïîëó÷àåì〈

δ(at− |x|)
|x|

, ϕ(t, x)

〉
=

〈
1

|x̃|
δ(τ − |x̃|) , 1

a
ϕ
(τ
a
, x̃
)〉

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

h(x̃) =
1

|x̃|
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé â R3 (ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, ïåðåéäÿ ê ñôå-
ðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì), ïðèìåíèì ôîðìóëó (1) èç îïðåäåëåíèÿ 1〈

1

|x̃|
δ(τ − |x̃|), 1

a
ϕ
(τ
a
, x̃
)〉

=
1

a

∫
R3

1

|x̃|
ϕ

(
|x̃|
a
, x̃

)
dx̃ (4)

Òàê êàê ôóíêöèÿ
1

|x̃|
ϕ

(
|x̃|
a
, x̃

)
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ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé â R3 , òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè ê
èíòåãðàëó â â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî〈

1

|x̃|
δ(τ − |x̃|) , 1

a
ϕ
(τ
a
, x̃
)〉

=
1

a

+∞∫
0

dr

∫
|x̃|=r

1

r
ϕ
(r
a
, x̃
)
dSx̃

Ñäåëàâ âî âíåøíåì èíòåãðàëå ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4) çàìåíó ïåðåìåííîé

r = at, dr = a dt,

çàïèøåì

1

a

+∞∫
0

dr

∫
|x̃|=r

1

r
ϕ
(r
a
, x̃
)
dSx̃ =

+∞∫
0

dt

∫
|x̃|=at

1

at
ϕ (t, x̃) dSx̃

Èòàê, äëÿ âûðàæåíèÿ (3) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

〈
δ(at− |x|)
|x|

, ϕ(t, x)

〉
=

+∞∫
0

dt

∫
|x|=at

1

at
ϕ (t, x) dSx (5)

Òåïåðü íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x îáîáùåííîé ôóíêöèè

δ(at− |x|)
|x|

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííîé ôóíêöèè äëÿ
∀ϕ(t, x) ∈ S(R× R3) ïîëó÷àåì

〈
Fx

[
δ(at− |x|)
|x|

]
(t, ξ) , ϕ(t, ξ)

〉
=

〈
δ(at− |x|)
|x|

, Fξ
[
ϕ(t, ξ)

]
(t, x)

〉
Äàëåå ïî ôîðìóëå (5) íàõîäèì

〈
δ(at− |x|)
|x|

, Fξ
[
ϕ(t, ξ)

]
(t, x)

〉
=

+∞∫
0

dt

∫
|x|=at

1

at
Fξ
[
ϕ(t, ξ)

]
(t, x) dSx =
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=

+∞∫
0

dt
1

at

∫
|x|=at

dSx

∫
R3

e i(x,ξ) ϕ(t, ξ) dξ (6)

Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì t > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
{|x|=at}×R3

∣∣∣ e i(x,ξ)ϕ(t, ξ)∣∣∣ dSx dξ = ∫
{|x|=at}×R3

|ϕ(t, ξ)| dSx dξ =

= 4πa2t2
∫
R3

|ϕ(t, ξ)| dξ <∞ ,

òî ïî òåîðåìå Ôóáèíè ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè âíóòðåííèå èíòåãðàëû â ôîð-
ìóëå (6)

+∞∫
0

dt
1

at

∫
|x|=at

dSx

∫
R3

e i(x,ξ)ϕ(t, ξ) dξ =

+∞∫
0

dt
1

at

∫
R3

dξ ϕ(t, ξ)

∫
|x|=at

e i(x,ξ) dSx (7)

Âû÷èñëèì îòäåëüíî èíòåãðàë∫
|x|=at

e i(x,ξ) dSx (8)

Ñ ýòîé öåëüþ ïàðàìåòðèçóåì ñôåðó, âûáðàâ â êà÷åñòâå θ óãîë ìåæäó íà-
ïðàâëåíèÿìè âåêòîðà ξ è âåêòîðà x , â êà÷åñòâå óãëà ψ óãîë ñ ïðîèçâîëüíî
âûáðàííûì ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ξ . Òîãäà

(x, ξ) = at|ξ| cos θ, dSx = a2t2 sin θ dψ dθ

è èíòåãðàë (8) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü∫
|x|=at

e i(x,ξ) dSx =

2π∫
0

dψ

π∫
0

e iat|ξ| cos θa2t2 sin θ dθ = 2πa2t2 · e
iat|ξ| cos θ

(−iat|ξ|)

∣∣∣∣π
0

=

= 2πiat · e
−iat|ξ| − e iat|ξ|

|ξ|
= 4πat ·

sin
(
at|ξ|

)
|ξ|
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Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ôîðìóëó (7)

+∞∫
0

dt
1

at

∫
R3

dξ ϕ(t, ξ)

∫
|x|=at

e i(x,ξ) dSx =

+∞∫
0

dt

∫
R3

4π sin
(
at|ξ|

)
|ξ|

ϕ(t, ξ) dξ =

=

∫
R×R3

4πθ(t) sin(at|ξ|)
|ξ|

ϕ(t, ξ) dt dξ

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûÿñíèëè, ÷òî äëÿ ∀ϕ(t, x) ∈ S(R × R3) âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî

〈
Fx

[
δ(at− |x|)
|x|

]
(t, ξ) , ϕ(t, ξ)

〉
=

∫
R×R3

4πθ(t) sin
(
at|ξ|

)
|ξ|

ϕ(t, ξ) dt dξ

Çíà÷èò,

Fx

[
δ(at− |x|)
|x|

]
(t, ξ) =

4πθ(t) sin
(
at|ξ|

)
|ξ|

Îòâåò. Fx

[
δ(at− |x|)
|x|

]
(t, ξ) =

4πθ(t) sin
(
at|ξ|

)
|ξ|

.

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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