
Ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé
(÷àñòü 1)

Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

ÔÎÏÔ, 3 êóðñ, ÒÔÊÏ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Â ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ èñïîëüçó-
þòñÿ ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé Lnf(z) è n

√
f(z), ãäå f(z)

� ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà
ðàçëîæåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà è Ëî-
ðàíà è âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé
ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ.

Ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Lnf(z)

Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 . Ôóíêöèþ h(z) íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷-

íîé ôóíêöèè Lnf(z) â îáëàñòè D , åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

� h(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D;

� äëÿ ∀z ∈ D çíà÷åíèå ôóíêöèè h(z) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç çíà÷åíèé

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Lnf(z).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû.

Ïóñòü h(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Lnf(z).
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1. Çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü h(z) â êîíêðåò-
íîé òî÷êå z0

h(z0) = ln
∣∣f(z0)∣∣+ i arg f(z0) + 2πki, k = 0,±1,±2, . . . (1)

Â ôîðìóëå (1) ñèìâîëîì ln îáîçíà÷åí ¾îáû÷íûé¿ íàòóðàëüíûé ëîãà-
ðèôì ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

2. Ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ðåãóëÿðíîé âåòâè h(z) â
òî÷êå z , åñëè èçâåñòíî åå çíà÷åíèå â òî÷êå z0

h(z) = h(z0) + ln

∣∣f(z)∣∣∣∣f(z0)∣∣ + i∆γ arg f(z) , (2)

ãäå ÷åðåç

∆γ arg f(z)

îáîçíà÷åíî èçìåíåíèå àðãóìåíòà f(z) âäîëü êðèâîé γ , âåäóùåé èç
òî÷êè z0 â òî÷êó z è ëåæàùåé â îáëàñòè D.

Çàìå÷àíèå. Íà ëåêöèÿõ äîêàçàíî, ÷òî, åñëè â îáëàñòè D ìîæíî âû-
äåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü h(z), òî èçìåíåíèå àðãóìåíòà f(z) âäîëü
êðèâîé γ , âåäóùåé èç òî÷êè z0 â òî÷êó z è ëåæàùåé â îáëàñòè D,

íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé.

3. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ðåãóëÿðíîé âåòâè h(z)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå

eh(z) = f(z)

ïîëó÷àåì

eh(z) · h′(z) = f ′(z)

Ñëåäîâàòåëüíî,

h′(z) =
f ′(z)

f(z)
(3)

Çàìå÷àíèå. Èç ôîðìóëû (3) âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
h(z) (à, çíà÷èò, è âñå ïîñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå) íå çàâèñèò îò âûáîðà
âåòâè h(z) è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé f(z).
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4. Ðàçëîæåíèå ðåãóëÿðíîé âåòâè h(z) â ðÿä Òåéëîðà

Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè h(z) â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè z0 ∈ D èìååò âèä

h(z) = h(z0) +
∞∑
n=1

h(n)(z0)

n!
(z − z0)

n

Ïîñêîëüêó âñå ïðîèçâîäíûå h(n)(z0) íå çàâèñÿò îò âûáîðà âåòâè h(z) ,
òî ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ðàçëè÷íûõ âåòâåé Lnf(z) áóäóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî
ïåðâûì ñëàãàåìûì h(z0), òî åñòü íà êîíñòàíòó.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ðàçëîæåíèè ðåãóëÿðíîé âåòâè â ðÿä Òåéëîðà âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ðàçëîæåíèÿìè ëîãàðèôìà, à çàòåì, âû÷èñëèâ
h(z0), ñêîððåêòèðîâàòü ðåçóëüòàò.

Ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè n
√
f(z)

Ïóñòü f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2 . Ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé n
√

f(z) íàçûâàþò ôóíêöèþ

n
√
f(z) = e

1
n Lnf(z)

Îïðåäåëåíèå 3 . Ôóíêöèþ h(z) íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷-

íîé ôóíêöèè n
√
f(z) â îáëàñòè D , åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

� h(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D;

� äëÿ ∀z ∈ D çíà÷åíèå ôóíêöèè h(z) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç çíà÷åíèé

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè n
√

f(z).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Lnf(z),
ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå ôîðìóëû äëÿ ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-
öèè n

√
f(z).

Ïóñòü h(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè n
√

f(z).
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1. Çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü h(z) â êîíêðåò-
íîé òî÷êå z0

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè n
√
f(z) è ôîðìóëû (1) ïîëó÷àåì

h(z0) = e
1
n

(
ln
∣∣f(z0)∣∣+i arg f(z0)+2πki

)
, k = 0,±1,±2, . . .

Òàêèì îáðàçîì,

h(z0) =
n

√∣∣f(z0)∣∣ · e i
n arg f(z0) · e

2πki
n , k = 0,±1,±2, . . . (4)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü èç ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4)

e
2πki
n , k = 0,±1,±2, . . .

ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

2. Ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ðåãóëÿðíîé âåòâè h(z) â
òî÷êå z , åñëè èçâåñòíî åå çíà÷åíèå â òî÷êå z0

Ïîñêîëüêó

e
1
n Lnf(z) = e

1
n

(
Lnf(z0)+ln |f(z)|

|f(z0)|
+i∆γ arg f(z)

)
òî

h(z) = h(z0) · n

√ ∣∣f(z)∣∣∣∣f(z0)∣∣ · e i
n∆γ arg f(z) , (5)

ãäå ÷åðåç
∆γ arg f(z)

îáîçíà÷åíî èçìåíåíèå àðãóìåíòà f(z) âäîëü êðèâîé γ , âåäóùåé èç
òî÷êè z0 â òî÷êó z è ëåæàùåé â îáëàñòè D.

Â ôîðìóëå (5) ñèìâîëîì n
√
x îáîçíà÷åí ¾îáû÷íûé¿ êîðåíü n-îé ñòåïåíè

èç ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x .

3. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ðåãóëÿðíîé âåòâè h(z)

Ïîñêîëüêó
h(z) = e

1
n Lnf(z)

òî

h′(z) = e
1
n Lnf(z) ·

(
1

n
Lnf(z)

)′
= h(z) · f ′(z)

n f(z)
(6)
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Çàìå÷àíèå. Èç ôîðìóëû (6) âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
h(z) (à, çíà÷èò, è âñå ïîñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå) îòëè÷àåòñÿ îò h(z)
ìíîæèòåëåì, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âûáîðà âåòâè h(z) è îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî ôóíêöèåé f(z).

4. Ðàçëîæåíèå ðåãóëÿðíîé âåòâè h(z) â ðÿä Òåéëîðà

Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè h(z) â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè z0 ∈ D èìååò âèä

h(z) = h(z0) +
∞∑
n=1

h(n)(z0)

n!
(z − z0)

n

Ïîñêîëüêó âñå ïðîèçâîäíûå h(n)(z0) îòëè÷àþòñÿ îò h(z0) ìíîæèòå-
ëåì, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âûáîðà âåòâè h(z) , òî ðÿäû Òåéëîðà äëÿ
ðàçëè÷íûõ âåòâåé n

√
f(z) áóäóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ìíîæèòåëåì.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ðàçëîæåíèè ðåãóëÿðíîé âåòâè â ðÿä Òåéëîðà âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ðàçëîæåíèÿìè êîðíÿ n-îé ñòåïåíè, à çàòåì,
âû÷èñëèâ h(z0), ñêîððåêòèðîâàòü ðåçóëüòàò.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàçëîæåíèÿ ðåãóëÿðíûõ âåòâåé

ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà

Ðåøèì çàäà÷ó èç ñåìåñòðîâîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî ÒÔÊÏ 2007/2008
ó÷åáíîãî ãîäà.

Çàäà÷à 1 Ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè

g(z) = e−z · Ln(z − 1)

â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì

{z ∈ C : z = 1− it, t ⩾ 0}

îïðåäåëåíà óñëîâèåì

g′′(0) = 1− iπ

Íàéòè ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ g(z) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì

(z − 2).
Ðåøåíèå.
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Îáîçíà÷èì h(z) ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè Ln(z − 1) òàêóþ, ÷òî

g(z) = e−z · h(z), (7)

è íàéäåì, ÷åìó ðàâíî çíà÷åíèå h(0). Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíê-
öèþ g(z) :

g′(z) = −e−zh(z) + e−zh′(z) (8)

g′′(z) = e−zh(z)− 2e−zh′(z) + e−zh′′(z) (9)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè h(z) ïî ôîðìóëå (3):

h′(z) =
1

z − 1
, h′′(z) = − 1

(z − 1)2

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëû (8) è (9):

g′(z) = −e−zh(z) +
e−z

z − 1
(10)

g′′(z) = e−zh(z)− 2e−z

z − 1
− e−z

(z − 1)2
(11)

Èç óñëîâèÿ

g′′(0) = 1− iπ

ïîëó÷àåì

g′′(0) = h(0) + 2− 1 = 1− iπ =⇒ h(0) = −iπ

Ïîñêîëüêó â çàäà÷å íóæíî íàéòè òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà
ïî ñòåïåíÿì (z − 2) íàì ïîòðåáóåòñÿ çíà÷åíèå h(2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî
íàéòè, ñäåëàåì ðèñóíîê.
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Ðèñ. 1

Íà ðèñ. 1 êðàñíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí ðàçðåç. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ
h(2) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2):

h(2) = h(0) + ln
|2− 1|
|0− 1|

+ i∆γ arg(z − 1) = −iπ + (−iπ) = −2iπ

Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè g(z) â
ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì (z− 2), âû÷èñëÿÿ g(2), g′(2), g′′(2) ïî ôîðìóëàì
(7), (10) è (11)

g(z) = g(2) + g′(2)(z − 2) +
g′′(2)

2
(z − 2)2 + o

(
(z − 2)2

)
=

= e−2h(2)+
(
−e−2h(2) + e−2

)
(z−2)+

e−2h(2)− 2e−2 − e−2

2
(z−2)2+o

(
(z − 2)2

)
=

= e−2(−2iπ) + e−2 (1 + 2iπ) (z − 2)− e−2 2iπ + 3

2
(z − 2)2 + o

(
(z − 2)2

)
Îòâåò.

g(z) = −2iπe−2 + e−2 (1 + 2iπ) (z − 2)− e−2 2iπ + 3

2
(z − 2)2 + o

(
(z − 2)2

)
Ðåøèì çàäà÷ó èç ñåìåñòðîâîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî ÒÔÊÏ 2002/2003 ó÷åá-
íîãî ãîäà.
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Çàäà÷à 2 Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè
√
9− z2 â ïëîñêîñòè

ñ ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè

{|z − 4i| = 5, Im z ⩾ 0}
ïðè÷åì f(4i) = 5. Ðàçëîæèòü f(z) â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z â

îêðåñòíîñòè z = ∞ è íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà. Âû-

÷èñëèòü ñóììó ðÿäà â òî÷êå z = 4i. Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü,

â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ðÿäà Ëîðàíà.

Ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó â çàäà÷å òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Ëîðàíà

ïî ñòåïåíÿì z â îêðåñòíîñòè z = ∞ , òî ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ f(z) ê
âèäó

f(z) = Cz ·
√

1− 9

z2
(12)

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à ó ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè√
1− 9

z2

âûáðàíà òà âåòâü g(z), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ ïðè äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ z ∈ (3,+∞).

Íà ëó÷å äåéñòâèòåëüíîé îñè (3,+∞) äëÿ ôóíêöèè g(z) ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

g(x) =
∞∑
n=0

C n
1
2

(−1)n9n

x2n

Èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè |z| > 3 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

g(z) =
∞∑
n=0

C n
1
2

(−1)n9n

z2n

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ôîðìóëó (12), ïîëó÷àåì

f(z) = Cz

√
1− 9

z2
= Czg(z) = Cz

∞∑
n=0

C n
1
2

(−1)n9n

z2n
, |z| > 3 (13)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîíñòàíòó C, íàéäåì çíà÷åíèå f(x) ïðè
äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x ∈ (3,+∞). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2

Íà ðèñ. 2 êðàñíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí ðàçðåç. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ
f(x) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5) ñ z0 = 4i:

f(x) = f(4i) ·

√
|9− x2|
|9 + 16|

· e
i
2∆γ arg(9−z2) = 5 ·

√
x2 − 9

5
e

i
2(∆γ arg(z−3)+∆γ arg(z+3)) =

=
√

x2 − 9 · e
i
2(π+arctg

4
3−arctg

4
3) =

√
x2 − 9e

iπ
2 = i

√
x2 − 9

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ôîðìóëó (12), íàõîäèì

f(x) = Cx

√
1− 9

x2
= C

√
x2 − 9

i
√

x2 − 9 = C
√
x2 − 9

Òàêèì îáðàçîì,
C = i

è ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z â îêðåñòíîñòè z = ∞
èìååò âèä

f(z) = iz
∞∑
n=0

C n
1
2

(−1)n9n

z2n
=

∞∑
n=0

C n
1
2

i(−1)n9n

z2n−1
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Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà: |z| > 3.
Ïîäñ÷èòàåì ñóììó ðÿäà

S(z) =
∞∑
n=0

C n
1
2

i(−1)n9n

z2n−1
(14)

â òî÷êå z = 4i. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî S(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèåé â îáëàñòè |z| > 3, ïðè÷åì íà èíòåðâàëå (3,+∞) äåéñòâèòåëüíîé
îñè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

S(x) =
∞∑
n=0

C n
1
2

i(−1)n9n

x2n−1
= ix

√
1− 9

x2
= i

√
x2 − 9

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S(z) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ôóíêöèè i
√
z2 − 9

â îáëàñòè |z| > 3. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå S(4i) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì åùå
îäèí ðèñóíîê.

Ðèñ. 3

Íà ðèñ. 3 êðàñíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíà ãðàíèöà îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (14).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ S(4i) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5) ñ z0 = x:

S(4i) = S(x) ·

√
| − 16− 9|
|x2 − 9|

· e
i
2∆γ arg(z2−9) =

10



= i
√

x2 − 9 · 5√
x2 − 9

e
i
2(∆γ arg(z−3)+∆γ arg(z+3)) = 5i e

i
2(π−arctg

4
3+arctg

4
3) =

= 5ie
iπ
2 = −5

Èçîáðàçèì ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) ñîâïàäàåò
ñ ñóììîé ðÿäà Ëîðàíà S(z). Íà ðèñóíêå 4 ýòà îáëàñòü îòìå÷åíà ãîëóáîé
çàëèâêîé, òåìíî-ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåí ðàçðåç, à êðàñíûì öâåòîì - ãðàíèöà
îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (14)

Ðèñ. 4

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò

ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

Ðåøèì çàäà÷ó èç ñåìåñòðîâîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî ÒÔÊÏ 2014/2015
ó÷åáíîãî ãîäà.

Çàäà÷à 3 Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ln
z − i

3i+ z

äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðå-

çîì ïî äóãå îêðóæíîñòè
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{z : |z + i| = 2, Re z ⩾ 0}

Ðàçëîæèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü g(z), Im g(2i) = 2π, â ðÿä Òåéëîðà ïî

ñòåïåíÿì (z + i) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = −i. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∮
|z+i|=1

(z + 1)g(z)

(z + i)2
dz

Ðåøåíèå.
1. Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ln
z − i

3i+ z

äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì
ïî äóãå îêðóæíîñòè

{z : |z + i| = 2, Re z ⩾ 0}

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé, äîêàçàííîé íà ëåêöèÿõ, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,
÷òî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Ln f(z), ãäå f(z) � ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D

ôóíêöèÿ è f(z) ̸= 0 äëÿ z ∈ D, äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé
â îáëàñòè D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé â D, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∆γ arg f(z) = 0

Èçîáðàçèì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ óêàçàííûì â çàäà÷å ðàçðåçîì è ðàñ-
ñìîòðèì íà íåé ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ γ.

Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ.
à) Ðàçðåç ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ (ðèñ. 5)
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Ðèñ. 5

Â ýòîì ñëó÷àå

∆γ arg
z − i

3i+ z
= ∆γ arg(z − i)−∆γ arg(z + 3i) = 2π − 2π = 0

á) Ðàçðåç ëåæèò âíå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ (ðèñ. 6)

Ðèñ. 6
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Òîãäà

∆γ arg
z − i

3i+ z
= ∆γ arg(z − i)−∆γ arg(z + 3i) = 0− 0 = 0

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ln
z − i

3i+ z
äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â óêàçàííîé â çàäà÷å îáëàñòè.

2. Ïåðåéäåì ê ðàçëîæåíèþ ðåãóëÿðíîé âåòâè g(z), çàäàííîé óñëîâèåì
Im g(2i) = 2π, â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì (z + i) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z = −i.

Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäîëæèì ðàçðåç ââåðõ íà ìíèìîé îñè ïî ëó÷ó (i,+i∞)
è ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ g(z) ê âèäó

g(z) = C+Ln (z− i)−Ln (z+3i) = C+Ln
(
(z+ i)− 2i

)
−Ln ((z+ i)+2i

)
=

= C1 + Ln

(
1− z + i

2i

)
− Ln

(
1 +

z + i

2i

)
ãäå C1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à ó ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Ln

(
1− z + i

2i

)
è Ln

(
1 +

z + i

2i

)
âûáðàíû òå âåòâè, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0 ïðè z = −i.

Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå ìíèìîé îñè (−3i, i) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

C1 + Ln

(
1− ix+ i

2i

)
− Ln

(
1 +

ix+ i

2i

)
=

= C1 −
∞∑
n=1

1

n

(
ix+ i

2i

)n

−
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
ix+ i

2i

)n

òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè â îáëàñòè |z+ i| < 2 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

g(z) = C1 −
∞∑
n=1

1

n

(
z + i

2i

)n

−
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
z + i

2i

)n

(15)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîíñòàíòó C1, íàéäåì çíà÷åíèå g(−i). Ñ
ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ðèñ. 7.
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Ðèñ. 7

Íà ðèñ. 7 êðàñíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí ðàçðåç.
Íàéäåì ñíà÷àëà çíà÷åíèå g(2i). Ïî ôîðìóëå (1)

g(2i) = ln

∣∣∣∣ 2i− i

3i+ 2i

∣∣∣∣+ i arg
2i− i

3i+ 2i
+ 2πki = − ln 5 + 2πki

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ Im g(2i) = 2π ïîëó÷àåì: g(2i) = − ln 5 + 2πi.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ g(−i) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2) ñ z0 = 2i:

g(−i) = g(2i) + ln

∣∣∣ −i−i
3i+(−i)

∣∣∣∣∣ 2i−i
3i+2i

∣∣ + i∆γ arg
z − i

3i+ z
=

= − ln 5 + 2πi+ ln 5 + i
(
∆γ arg(z − i)−∆γ arg(z + 3i)

)
=

= − ln 5 + 2πi+ ln 5 + i (π − 0) = 3πi

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ôîðìóëó (15), íàõîäèì

g(−i) = C1 = 3πi

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå ôóíêöèè g(z) â ðÿä Òåéëîðà èìååò âèä

g(z) = 3πi−
∞∑
n=1

1

n

(
z + i

2i

)n

−
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
z + i

2i

)n

=
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= 3πi−
∞∑
n=1

(z + i)n

n(2i)n

(
1 + (−1)n−1

)
= 3πi−

∞∑
k=0

2(z + i)2k+1

(2k + 1)(2i)2k+1
(16)

3. Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà∮
|z+i|=1

(z + 1)g(z)

(z + i)2
dz

Ñäåëàåì ðèñóíîê.

Ðèñ. 8

|z + i| = 1

Ïîñêîëüêó âíóòðè êðóãà
|z + i| < 1

ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

(z + 1)g(z)

(z + i)2

èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó z = −i, òî ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ
ïîëó÷àåì, ÷òî ∮

|z+i|=1

(z + 1)g(z)

(z + i)2
dz = 2πi res

z=−i

(z + 1)g(z)

(z + i)2
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Äëÿ ïîäñ÷åòà âû÷åòà âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì (16) ôóíêöèè g(z) â
ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì (z + i) , çàïèñàâ â ÿâíîì âèäå åãî íà÷àëî:

g(z) = 3πi− 2(z + i)

2i
+ o(z + i) = 3πi+ i(z + i) + o(z + i)

Òîãäà

(z + 1)g(z)

(z + i)2
=

1

(z + i)2

(
(z + i) + 1− i

)(
3πi+ i(z + i) + o(z + i)

)
=

=
1

(z + i)2

(
3πi(1− i) + (z + i)(3πi+ i(1− i)) + o(z + i)

)
Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò c−1 â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè

(z + 1)g(z)

(z + i)2

â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì (z + i) ðàâåí

c−1 = 3πi+ i(1− i) = 1 + i(3π + 1)

Ñëåäîâàòåëüíî,

res
z=−i

(z + 1)g(z)

(z + i)2
= c−1 = 1 + i(3π + 1)

à, çíà÷èò,∮
|z+i|=1

(z + 1)g(z)

(z + i)2
dz = 2πi res

z=−i

(z + 1)g(z)

(z + i)2
= 2πi

(
1 + i(3π + 1)

)
=

= −2π(3π + 1) + 2πi

Îòâåò.

g(z) = 3πi−
∞∑
k=0

2(z + i)2k+1

(2k + 1)(2i)2k+1
,

∮
|z+i|=1

(z + 1)g(z)

(z + i)2
dz = −2π(3π+1)+2πi

Ðàçáåðåì åùå îäíó çàäà÷ó èç ñåìåñòðîâîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî ÒÔÊÏ
2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà.
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Çàäà÷à 4 Ïóñòü g(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
√
z2 + 9

â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷àì

{z : z = 3i+ (1− i)t, t ⩾ 0} è {z : z = −3i− (1− i)t, t ⩾ 0}

òàêàÿ, ÷òî arg g(−4) = 0. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∮
γ1∪γ2

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2

ãäå

γ1 = {z : |z| = 1} è γ2 =
{
z : |z − 4| = 1

2

}
îêðóæíîñòè, îðèåíòèðîâàííûå ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðåøåíèå.
1. Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êàêèå îñîáûå òî÷êè åñòü ó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-

öèè.
Ïîñêîëüêó g(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè

√
z2 + 9 , òî

g2(z) = z2 + 9

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îñîáûå òî÷êè, ðåøèì óðàâíåíèå

g(z) = −3− z

2
(17)

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (17) â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

z2 + 9 =
(
3 +

z

2

)2

z2 + 9 = 9 + 3z +
z2

4

3z2

4
= 3z

z1 = 0; z2 = 4

Òàê êàê âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò ìîæåò ïðèâåñòè ê
ïîÿâëåíèþ ïîñòîðîííèõ êîðíåé, òî ïîëó÷åííûå êîðíè íóæíî ïðîâåðèòü.

à) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîðåíü z1 = 0 . ×òîáû îñóùåñòâèòü ïðîâåðêó,
âû÷èñëèì çíà÷åíèå g(0). Ñ ýòîé öåëüþ ñäåëàåì ðèñóíîê.
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Ðèñ. 9

Íà ðèñ. 9 êðàñíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åí ðàçðåç.
Íàéäåì ñíà÷àëà çíà÷åíèå g(−4). Ïî ôîðìóëå (4)

g(−4) =
√
|(−4)2 + 9| · e

2πki
2 = 5 eπki,

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ arg g(−4) = 0 ïîëó÷àåì: g(−4) = 5.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ g(0) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5) ñ z0 = −4:

g(0) = g(−4) ·

√ ∣∣0 + 9
∣∣∣∣(−4)2 + 9
∣∣ · e i

2∆γ arg(z2+9) = 5 · 3
5
e

i
2(∆γ arg(z−3i)+∆γ arg(z+3i)) =

= 3 e
i
2(arctg

4
3+2π−arctg

4
3) = 3eπi = −3

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ g(0) = −3 è z = 0 â óðàâíåíèå (17), óáåæäàåìñÿ,
÷òî îíî ïðåâðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, z = 0 � ýòî îñîáàÿ
òî÷êà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

á) Ïðîâåðèì òåïåðü êîðåíü z2 = 4. ×òîáû îñóùåñòâèòü ïðîâåðêó, âû-
÷èñëèì çíà÷åíèå g(4). Ñ ýòîé öåëüþ ñäåëàåì íîâûé ðèñóíîê.
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Ðèñ. 10

Íàéäåì çíà÷åíèå g(4) ïî ôîðìóëå (5) ñ z0 = 0:

g(4) = g(0) ·

√∣∣16 + 9
∣∣∣∣0 + 9
∣∣ · e

i
2∆γ arg(z2+9) = −3 · 5

3
e

i
2(∆γ arg(z−3i)+∆γ arg(z+3i)) =

= −5 e
i
2(−(2π−arctg

4
3)−arctg

4
3) = −5e−πi = 5

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå g(4) è z = 4 â óðàâíåíèå (17), âèäèì,
÷òî

5 ̸= −3− 4

2
Òàêèì îáðàçîì, z = 4 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

2. Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

∮
γ1∪γ2

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2 =

∮
|z|=1

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2 +

∮
|z−4|= 1

2

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî îòäåëüíîñòè.
Ïîñêîëüêó âíóòðè êðóãà

|z − 4| ⩽ 1

2
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íåò îñîáûõ òî÷åê ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, òî∮
|z−4|= 1

2

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2 = 0

Ïîñêîëüêó âíóòðè êðóãà |z| ⩽ 1 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò åäèí-
ñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó z = 0, òî ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì∮

|z|=1

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2 = 2πi res
z=0

1(
g(z) + 3 + z

2

)2

Äëÿ ïîäñ÷åòà âû÷åòà íàéäåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè g(z) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì z :

g(z) = g(0) + g′(0) z + g′′(0)
z2

2
+ o

(
z2
)

Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ g(z) ïî ôîðìóëå (6), ïîëó÷àåì

g′(z) = g(z)
2z

2(z2 + 9)
= g(z)

z

z2 + 9
=⇒ g′(0) = 0

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

g′′(z) = g′(z)
z

z2 + 9
+ g(z)

1

z2 + 9
− g(z)

2z2

(z2 + 9)2
=⇒ g′′(0) =

−3

9
= −1

3

Òàêèì îáðàçîì,

g(z) = −3− z2

6
+ o

(
z2
)
,

g(z) + 3 +
z

2
=

z

2
− z2

6
+ o

(
z2
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1(
g(z) + 3 + z

2

)2 =
1(

z
2 −

z2

6 + o
(
z2
))2 =

4

z2
(
1− z

3 + o
(
z
))2 =

=
4

z2

(
1− z

3
+ o

(
z
))−2

=
4

z2

(
1 +

2z

3
+ o

(
z
))
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Çíà÷èò, â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè

1(
g(z) + 3 + z

2

)2

â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z êîýôôèöèåíò

c−1 =
8

3

Ñëåäîâàòåëüíî,

res
z=0

1(
g(z) + 3 + z

2

)2 =
8

3

à, çíà÷èò, ∮
|z|=1

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2 = 2πi res
z=0

1(
g(z) + 3 + z

2

)2 =
16πi

3

Òàêèì îáðàçîì, ∮
γ1∪γ2

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2 =
16πi

3

Îòâåò. ∮
γ1∪γ2

dz(
g(z) + 3 + z

2

)2 =
16πi

3

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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