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Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ïðèìåíåíèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ãîëî-

ìîðôíîé ôóíêöèè ê ðåøåíèþ çàäà÷.

Óòâåðæäåíèå 1 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ) Ïóñòü f � íåïîñòî-

ÿííàÿ ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ. Òîãäà ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíê-

öèè f, à òàêæå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé

ôóíêöèè f íå ìîãóò äîñòèãàòüñÿ â òî÷êàõ îáëàñòè D.

Óòâåðæäåíèå 1 îòíîñèòñÿ ê ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D. Â ñëåäóþùåì

óòâåðæäåíèè îáëàñòü D ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Óòâåðæäåíèå 2 Ôóíêöèÿ f, ãîëîìîðôíàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D è

íåïðåðûâíàÿ â åå çàìûêàíèè D, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà ãðàíèöå

∂D îáëàñòè D.

Ðåøèì çàäà÷ó Ò.4 èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 1 Ïóñòü a1, a2, . . . , an � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n -óãîëüíèêà, âïè-

ñàííîãî â åäèíè÷íûé êðóã D. Äîêàçàòü, ÷òî

sup
z∈D

n∏
k=1

|z − ak| = 2
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê òî÷êè a1, a2, . . . , an íàõîäÿòñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî,

a1 = eiα

ãäå α � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ak = eiα+i
2π(k−1)

n , k = 1, 2, . . . , n.

Ïîýòîìó

f(z) =
n∏

k=1

(z − ak) =
n∏

k=1

(
z − eiα+i

2π(k−1)
n

)
= einα

n∏
k=1

(
ze− iα − ei

2π(k−1)
n

)
Ïîñêîëüêó ÷èñëà

ei
2π(k−1)

n , k = 1, 2, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè n -îé ñòåïåíè èç 1, òî

n∏
k=1

(
z − ei

2π(k−1)
n

)
= zn − 1

è ôóíêöèÿ f(z) ïðèíèìàåò âèä

f(z) = einα
n∏

k=1

(
ze− iα − ei

2π(k−1)
n

)
= einα

((
ze− iα

)n

− 1

)
= zn − einα

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå D è íåïðåðûâíà

â D, òî ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îíà

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êðóãà: |z| = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
z∈D

n∏
k=1

|z − ak| = sup
z∈D

|f(z)| = max
|z|=1

|f(z)| = max
|z|=1

∣∣zn − einα
∣∣ ⩽ 2

Îäíàêî ïðè z = eiα+i
π
n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max
|z|=1

∣∣zn − einα
∣∣ ⩾ ∣∣∣∣(eiα+i

π
n

)n

− einα
∣∣∣∣ = ∣∣einα+iπ − einα

∣∣ = ∣∣einα∣∣ · | − 1− 1| = 2

Äîêàçàíî.
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Ðåøèì çàäà÷ó Ò.1 èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 2 Ïóñòü

P (z) = zn + c1z
n−1 + . . .+ cn

Äîêàçàòü, ÷òî, åñëè P (z) ̸≡ zn, òî íàéäåòñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

òî÷êà z0, â êîòîðîé ∣∣P (z0)
∣∣ > 1

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí P (z) â âèäå

P (z) = zn
(
1 + c1

1

z
+ . . .+ cn

1

zn

)
è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(w) = 1 + c1w + . . .+ cnw
n

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí P (z) ̸≡ zn, òî ñðåäè åãî êîýôôèöèåíòîâ

c1, c2, . . . , cn åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ôóíêöèÿ g(w) ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå |w| < 1, íåïðåðûâíà
â çàìêíóòîì êðóãå |w| ⩽ 1 è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî 1.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè

max
|w|⩽1

∣∣g(w)∣∣ = max
|w|=1

∣∣g(w)∣∣ > ∣∣g(0)∣∣ = 1

Çíà÷èò, íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà w0, ÷òî∣∣g(w0)
∣∣ = max

|w|=1

∣∣g(w)∣∣ > 1

Òî÷êà z0, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

z0 =
1

w0
,

òàêæå ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ïðè÷åì

∣∣P (z0)
∣∣ = ∣∣∣∣∣zn0

(
1 + c1

1

z0
+ . . .+ cn

1

zn0

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣g
(
1

z0

)∣∣∣∣∣ = ∣∣ g(w0)
∣∣ > 1

Äîêàçàíî.
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Ðåøèì çàäà÷ó Ò.2 èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 3 Ïóñòü P (z) � ïîëèíîì ñòåïåíè n è

M(r) = max
|z|=r

∣∣P (z)
∣∣

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ 0 < r1 < r2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

M(r1)

rn1
⩾

M(r2)

rn2

Ðåøåíèå. Ïóñòü P (z) èìååò âèä

P (z) = zn + c1z
n−1 + . . .+ cn

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà P (z) ̸≡ zn, è, êàê è â ïðåäûäóùåé

çàäà÷å, ââåäåì ôóíêöèþ

g(w) = 1 + c1w + . . .+ cnw
n

Ôóíêöèÿ g(w) ãîëîìîðôíà â êðóãå |w| < 1

r2
, íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì

êðóãå |w| ⩽ 1

r2
è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî 1.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè

max
|w|⩽ 1

r2

∣∣g(w)∣∣ = max
|w|= 1

r2

∣∣g(w)∣∣
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ r1 < r2, òî

1

r2
<

1

r1

Òî÷íî òàê æå, ðàññìàòðèâàÿ g(w) â êðóãå |w| <
1

r1
, ïî ïðèíöèïó

ìàêñèìóìà ìîäóëÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî

max
|w|⩽ 1

r1

∣∣g(w)∣∣ = max
|w|= 1

r1

∣∣g(w)∣∣ ⩾ max
|w|= 1

r2

∣∣g(w)∣∣
Âîçâðàùàÿñü ê ïîëèíîìó P (z), ïîëó÷àåì
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M(r1)

rn1
=

max
|z|=r1

∣∣P (z)
∣∣

rn1
= max

|z|=r1

∣∣∣∣ 1zn P (z)

∣∣∣∣ = max
|z|=r1

∣∣∣∣∣ g
(
1

z

)∣∣∣∣∣ =
= max

|w|= 1
r1

∣∣g(w)∣∣ ⩾ max
|w|= 1

r2

∣∣g(w)∣∣ = M(r2)

rn2

Óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà P (z) ̸≡ zn, äîêàçàíî.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ P (z) ≡ zn óòâåðæäåíèå çàäà÷è

ïðåâðàùàåòñÿ â òðèâèàëüíîå íåðàâåíñòâî

1 ⩾ 1

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ çàâåðøåíî.

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.

Íå áîëåéòå!
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