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Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå
¾Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿

1 êóðñ

Ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ôóíêöèé íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-
íîñòü. Èçó÷àþòñÿ ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé íà ðàç-
ëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ, ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ðÿäà òèïîâûõ ïðèìåðîâ è çàäà÷.

Îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x), íåïðåðûâíóþ íà ìíîæåñòâå X. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x1 ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x1

f(x) = f(x1)

Íà ÿçûêå êâàíòîðîâ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ôîðìó-
ëèðóåòñÿ òàê:

∀x1 ∈ X, ∀ε > 0 ∃ δ(ε, x1) > 0 : ∀x2 ∈ X, |x1 − x2| < δ(ε, x1)

⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî δ(ε, x1) çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x1 ∈ X.
Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé óäàåòñÿ âûáðàòü îäíî è òî æå ÷èñëî δ(ε) ñðàçó

äëÿ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà. Òàêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íûìè íà ìíîæåñòâå X .
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Îïðåäåëåíèå 1 Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà

ìíîæåñòâå X, åñëè

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ X ∀x2 ∈ X |x1−x2| < δ(ε) ⇒ |f(x1)−f(x2)| < ε

Çàäà÷à 1 Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ

f(x) = sin
√
x

íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå [1,+∞).

Ðåøåíèå. Âûáåðåì äâå ïðîèçâîëüíûõ òî÷êè x1 ∈ [1,+∞), è x2 ∈ [1,+∞)
è îöåíèì ìîäóëü ðàçíîñòè

|f(x1)− f(x2)| = | sin
√
x1 − sin

√
x2| =

∣∣∣∣2 sin

√
x1 −

√
x2

2
cos

√
x1 +

√
x2

2

∣∣∣∣ ⩽
⩽ 2

|
√
x1 −

√
x2|

2
⩽ |

√
x1 −

√
x2| (

√
x1 +

√
x2) = |x1 − x2|

Òàêèì îáðàçîì,

∀ε > 0 ∃ δ = ε > 0 : ∀x1 ∈ [1,+∞), ∀x2 ∈ [1,+∞), |x1 − x2| < δ

⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

Îòâåò. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x), íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X , èñïîëüçóþò îòðèöàíèå îïðåäåëåíèÿ
ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè:

∃ ε > 0 : ∀ δ > 0 ∃x1 ∈ X ∃x2 ∈ X : |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| ⩾ ε

Çàäà÷à 2 (çàäàíèå, �12, �2(1)) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) = cos
1

x

íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (0, 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷êè, â êîòîðûõ f(x) = 1 :

cos
1

x
= 1 ⇐⇒ x =

1

2πn
n = 1, 2, . . .

è òî÷êè, â êîòîðûõ f(x) = −1 :

cos
1

x
= −1 ⇐⇒ x =

1

π + 2πn
n = 0, 1, 2, . . .

Åñëè âûáèðàòü òî÷êè x1 è x2 âèäà

x1 =
1

2πn
; x2 =

1

π + 2πn
;

ñ îäíèì è òåì æå n, òî ìîäóëü ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ

|f(x1)− f(x2)| = 2,

â òî âðåìÿ, êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè

|x1 − x2| =
∣∣∣∣ 1

2πn
− 1

π + 2πn

∣∣∣∣ = π

2πn (π + 2πn)
→ 0 (n → ∞)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ δ > 0 ∃N0 : ∀n > N0 ⇒ π

2πn (π + 2πn)
< δ

Òîãäà

∃ ε = 2 > 0 : ∀ δ > 0 ∃x1 =
1

2π(N0 + 1)
∈ (0, 1) ∃x2 =

1

π + 2π(N0 + 1)
∈ (0, 1) :

|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| ⩾ ε

Äîêàçàíî.

Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè è ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

1. Ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà îòðåçêå
Íà ëåêöèÿõ áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ïîñòîÿííî.
Òåîðåìà Êàíòîðà. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì îòðåçêå.
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè è ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòè äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå, ýêâèâàëåíòíû.
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Çàäà÷à 3 (çàäàíèå, �12, �17) Ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

îòðåçêàõ [a, b] è [b, c]. Äîêàçàòü, ÷òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a, c].

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêàõ [a, b] è

[b, c], òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêàõ [a, b] è [b, c], à, çíà÷èò,
f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, c].

Òîãäà ïî òåîðåìå Êàíòîðà f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, c].

Äîêàçàíî.

2. Ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå

Çàäà÷à 4 (çàäàíèå, �12, �9)

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îãðàíè-

÷åííîì ìíîæåñòâå, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

2. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå è

íåîãðàíè÷åííîé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ðåøåíèå.

1. Ïóñòü f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X.
Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ X ∀x2 ∈ X |x1 − x2| < δ(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

Ïîñêîëüêó â ýòîì îïðåäåëåíèè ÷èñëî ε ìîæíî âûáðàòü ëþáûì, òî
ïîëîæèì ε = 1 è íàéäåì äëÿ íåãî δ(1). Òîãäà

∀x1 ∈ X ∀x2 ∈ X : |x1 − x2| < δ(1) ⇒ |f(x1)− f(x2)| < 1 (1)

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò òàêîé îòðåçîê [A,B],
÷òî X ⊂ [A,B]. Ðàçäåëèì îòðåçîê [A,B] íà îòðåçêè äëèíû δ(1) :

[A,A+ δ(1)], [A+ δ(1), A+ 2δ(1)], . . . , [A+Nδ(1), B],
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ãäå ÷èñëî N îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

N =

[
B − A

δ(1)

]
è ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå êàæäîãî èç ýòèõ îòðåçêîâ ñ ìíîæåñòâîì X.
Åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî, òî îáîçíà÷èì ýòî ïåðåñå÷åíèå Xk è âûáåðåì
â íåì êàêóþ íèáóäü òî÷êó ξk ∈ Xk. Òî÷åê ξk áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî (íå
áîëüøå N ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìàêñèìóì

M = max
k

|f(ξk)|

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x)| ⩽ M + 1

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ëþáîå ÷èñëî x ∈ X. Ýòî ÷èñëî ïðèíàäëå-
æèò êàêîìó-íèáóäü ìíîæåñòâó Xk. Â òîì ñëó÷àå, åñëè òàêèõ ìíîæåñòâ
îêàçàëîñü 2, âîçüìåì ëþáîå èç íèõ. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ

|x− ξk| < δ(1)

à, çíà÷èò, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (1) ïîëó÷àåì

|f(x)| = |f(x)− f(ξk) + f(ξk)| ⩽ |f(x)− f(ξk)|+ |f(ξk)| ⩽ 1 +M

Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f(x) äîêàçàíà.

2. Ïîäõîäÿùèì ïðèìåðîì íåîãðàíè÷åííîé, íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè, ñëóæèò ôóíêöèÿ f(x) = x íà ïîëóèíòåðâàëå [1,+∞).

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà [1,+∞), ïîñêîëüêó

∀ε > 0 ∃ δ = ε > 0 : ∀x1 ∈ [1,+∞) ∀x2 ∈ [1,+∞) |x1 − x2| < δ

⇒ |f(x1)− f(x2)| = |x1 − x2| < ε

Äîêàçàíî.
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Çàäà÷à 5 (çàäàíèå, �12, �7) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà

íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà

ýòîì èíòåðâàëå.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ, íåîãðàíè÷åííàÿ íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâà-

ëå, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà íåì. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ, äîêà-
çàííîãî â ïóíêòå 1 çàäà÷è 4, ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü îãðàíè-
÷åííîé.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 6 (çàäàíèå, �12, �25) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîé íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè f íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (a, b) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà íåïðåðûâíà íà (a, b) è ÷òîáû ñóùå-

ñòâîâàëè ïðåäåëû

lim
x→ a+0

f(x) è lim
x→ b−0

f(x)

Ðåøåíèå.
1. Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâà-
ëå (a, b).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδ0(x) ⊂ (a, b). Èç
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃ δ(ε) ∈ (0, δ0) : ∀x1 ∈ Uδ(ε)(x) ⇒ |f(x1)− f(x)| < ε

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå x ∈ (a, b).
Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→ a+0

f(x)

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ (a, b) ∀x2 ∈ (a, b) |x1−x2| < δ(ε) ⇒ |f(x1)−f(x2)| < ε

Òîãäà

∀ε > 0 ∃ δ1 = min{δ(ε), b} > 0 : ∀x1 ∈ (a, a+ δ1) ∀x2 ∈ (a, a+ δ1)

6



⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε

Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà ôóíêöèè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→ a+0

f(x)

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

lim
x→ b−0

f(x)

ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå.
2. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (a, b) è
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

lim
x→ a+0

f(x) = A è lim
x→ b−0

f(x) = B

Äîîïðåäåëèâ ôóíêöèþ f(x) íà îòðåçêå [a, b] ïî íåïðåðûâíîñòè, ïîëó-
÷àåì ôóíêöèþ

F (x) =


f(x), x ∈ (a, b);

A, x = a;

B, x = b

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b], òî
ïî òåîðåìå Êàíòîðà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], è, óæ òåì
áîëåå, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Çàäà÷à 7 (çàäàíèå, �12, �4(3)) Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-

íîñòü ôóíêöèþ

f(x) =
sinx

x
íà èíòåðâàëå (0, π).

Ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0, π) è ñóùåñòâóþò îäíîñòî-

ðîííèå ïðåäåëû

lim
x→+0

sinx

x
= 1 è lim

x→π−0

sinx

x
= 0 ,
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òî ïî äîêàçàííîìó â çàäà÷å 6 ïðèçíàêó ýòà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà èíòåðâàëå (0, π).

3. Ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïîëóèíòåðâàëå [a,+∞)

Çàäà÷à 8 (çàäàíèå, Ò1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæå-

ñòâå I = [a,+∞). Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) åñëè f ′ îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå I, òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

íà ýòîì ìíîæåñòâå;

á) åñëè f ′ áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè x → +∞, òî f íå ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå I.

Ðåøåíèå.

à) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà x1 ∈ [a,+∞) è x2 ∈ [a,+∞). Ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (x1, x2), äëÿ
êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x1)− f(x2) = f ′(ξ) (x1 − x2)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çàäà÷è f ′ îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå [a,+∞),
òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ [a,+∞)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f ′(ξ)| ⩽ M

Ïîýòîìó
|f(x1)− f(x2)| ⩽ M |x1 − x2|

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0 ∃ δ = ε

M
> 0 : ∀x1 ∈ [a,+∞) ∀x2 ∈ [a,+∞) |x1 − x2| < δ

⇒ |f(x1)− f(x2)| ⩽ M |x1 − x2| < M · ε

M
= ε

Òàêèì îáðàçîì, f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a,+∞).

á) Åñëè f ′ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x → +∞, òî

∀δ > 0 ∃A(δ) > 0 : ∀x ∈ (A(δ),+∞) ⇒ |f ′(x)| > 1

δ
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Ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà î ñðåäíåì, ïîëó÷èì

∃ ε = 1

2
: ∀ δ > 0 ∃x1 = A(δ) ∃x2 = x1 +

δ

2
: |x1 − x2| =

δ

2
< δ

⇒ |f(x1)− f(x2)| = |f ′(ξ)| |x1 − x2| >
1

δ
· δ
2
=

1

2
= ε

Òàêèì îáðàçîì, f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [a,+∞).

Çàäà÷à 9 (çàäàíèå, �12, �3(4)) Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-

íîñòü ôóíêöèþ

f(x) = ex

íà (−∞,+∞).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì f(x) íà ïîëóèíòåðâàëå [0,+∞).
Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) = ex

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x → +∞, òî ôóíêöèÿ f(x) = ex

íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [0,+∞) è òåì áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà (−∞,+∞).

Çàäà÷à 10 (çàäàíèå, �12, �3(9)) Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ íåïðå-

ðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x) = x sin
1

x

íà (0,+∞).

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì èíòåðâàë (0,+∞) â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ

(0,+∞) = (0, 1] ∪ [1,+∞)

Íà ïîëóèíòåðâàëå (0, 1] ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è èìååò êîíå÷íûé
îäíîñòîðîííèé ïðåäåë

lim
x→+0

x sin
1

x
= 0

Ïî ïðèçíàêó, äîêàçàííîìó â çàäà÷å 6, ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé íà ïîëóèíòåðâàëå (0, 1], òî åñòü

∀ε > 0 ∃ δ1(ε) > 0 : ∀x1 ∈ (0, 1] ∀x2 ∈ (0, 1] |x1 − x2| < δ1(ε)
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⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
(2)

Íà ïîëóèíòåðâàëå [1,+∞) ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðî-
èçâîäíàÿ

f ′(x) = sin
1

x
+ x · cos 1

x
· (−1)

x2
= sin

1

x
− cos

1

x
· 1
x

îãðàíè÷åíà. Äåéñòâèòåëüíî,

|f ′(x)| =
∣∣∣∣sin 1

x
− cos

1

x
· 1
x

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣cos 1x · 1
x

∣∣∣∣ ⩽ 1 +
1

x
⩽ 2

Ïî ïðèçíàêó, äîêàçàííîìó â ïóíêòå 1 çàäà÷è 8, ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ïîëóèíòåðâàëå [1,+∞), òî åñòü

∀ε > 0 ∃ δ2(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [1,+∞) ∀x2 ∈ [1,+∞) |x1 − x2| < δ2(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
(3)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà x1 è x2 èç èíòåðâàëà
(0,+∞) òàêèå, ÷òî x2 > x1. Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà èõ ðàñïîëîæåíèÿ

1. x1 ∈ (0, 1] ; x2 ∈ (0, 1].

Â ýòîì ñëó÷àå èç óòâåðæäåíèÿ (2) ïîëó÷àåì

∀ε > 0 ∃ δ1(ε) > 0 : ∀x1 ∈ (0, 1] ∀x2 ∈ (0, 1] |x1 − x2| < δ1(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
< ε

2. x1 ∈ [1,+∞) ; x2 ∈ [1,+∞).

Â ýòîì ñëó÷àå èç óòâåðæäåíèÿ (3) ïîëó÷àåì

∀ε > 0 ∃ δ2(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [1,+∞) ∀x2 ∈ [1,+∞) |x1 − x2| < δ2(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
< ε
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3. x1 ∈ (0, 1] ; x2 ∈ [1,+∞). Òîãäà

∀ε > 0 ∃ δ3(ε) = min{δ1(ε), δ2(ε)} > 0 :

∀x1 ∈ (0, 1] ∀x2 ∈ [1,+∞) |x1 − x2| < δ3(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| = |f(x1)− f(1) + f(1)− f(x2)| ⩽

⩽ |f(x1)− f(1)|+ |f(1)− f(x2)| <
ε

2
+

ε

2
< ε

Îáúåäèíÿÿ âìåñòå âñå òðè ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (0,+∞).

Ñëåäóþùóþ çàäà÷ó èç ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû 2020-2021
ó÷åáíîãî ãîäà, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 10, ïðåäëàãàþ
Âàì ðåøèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 11 Èññëåäóéòå íà ìíîæåñòâå [0,+∞) ôóíêöèþ

y(x) = ln(1 + 4
√
x)

íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü.

Çàäà÷à 12 (çàäàíèå, �12, �20)

à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè f è g îãðàíè÷åíû è ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíû íà ìíîæåñòâå [a,+∞), òî èõ ïðîèçâåäåíèå fg � ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a,+∞).

á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà [a,+∞) ôóíêöèé, ïðî-

èçâåäåíèå êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [a,+∞)
ôóíêöèåé.

â) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè f è g ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà îãðàíè-

÷åííîì ìíîæåñòâå, òî èõ ïðîèçâåäåíèå fg � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå.
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Ðåøåíèå.

à) Ôóíêöèè f è g îãðàíè÷åíû íà ìíîæåñòâå [a,+∞), ñëåäîâàòåëü-
íî, ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû M1 > 0 è M2 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ
x ∈ [a,+∞) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|f(x)| ⩽ M1 è |g(x)| ⩽ M2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìàêñèìóì

M = max{M1,M2}

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è g ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå
[a,+∞), òî

∀ε > 0 ∃ δ1(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [a,+∞) ∀x2 ∈ [a,+∞) |x1 − x2| < δ1(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2M
è

∀ε > 0 ∃ δ2(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [a,+∞) ∀x2 ∈ [a,+∞) |x1 − x2| < δ2(ε)

⇒ |g(x1)− g(x2)| <
ε

2M

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ(ε) ìèíèìóì

δ(ε) = min{δ1(ε), δ2(ε)}

Òîãäà

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [a,+∞) ∀x2 ∈ [a,+∞) |x1 − x2| < δ(ε)

⇒ |f(x1)g(x1)− f(x2)g(x2)| =
= |f(x1)g(x1)− f(x2)g(x1) + f(x2)g(x1)− f(x2)g(x2)| ⩽
⩽ |f(x1)g(x1)− f(x2)g(x1)|+ |f(x2)g(x1)− f(x2)g(x2)| =

= |g(x1)||f(x1)− f(x2)|+ |f(x2)||g(x1)− g(x2)| <

< M · ε

2M
+M · ε

2M
=

ε

2
+

ε

2
= ε

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ fg äîêàçàíà.
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á) Â êà÷åñòâå òðåáóåìîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèè f(x) = g(x) = x
íà [1,+∞).

Êàê ìû óæå âûÿñíèëè â ïóíêòå 2 çàäà÷è 4, ôóíêöèÿ f(x) = x ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [1,+∞).

Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé f(x) · g(x) = x2 èìååò áåñêîíå÷íî áîëüøóþ
ïðîèçâîäíóþ

(f(x) · g(x))′ = 2x → +∞ (x → +∞)

Ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 2 çàäà÷è 8 ïðèçíàêó ïðîèçâåäåíèå f(x) · g(x)
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [1,+∞) ôóíêöèåé.

â) Ïóñòü ôóíêöèè f è g ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà îãðàíè÷åííîì ìíî-
æåñòâå, òîãäà ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 1 çàäà÷è 4 ñâîéñòâó, ýòè ôóíêöèè
îãðàíè÷åíû íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè-
âåäåííîå â ïóíêòå à) äàííîé çàäà÷è äëÿ ïîëóèíòåðâàëà [a,+∞), ïîëó-
÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 13 (çàäàíèå, �12, �23) Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a,+∞)
è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→+∞

f(x)

Äîêàçàòü, ÷òî f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a,+∞).

Ðåøåíèå. Ïî êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè

∀ε > 0 ∃A(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [A(ε),+∞) ∀x2 ∈ [A(ε),+∞)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
(4)

Íà îòðåçêå [a,A(ε)] ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, à, çíà÷èò, ïî òåðåìå Êàí-
òîðà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîãî æå ε

∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [a,A(ε)] ∀x2 ∈ [a,A(ε)] |x1 − x2| < δ(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
(5)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà x1 è x2 èç ïîëóèíòåðâàëà
[a,+∞) òàêèå, ÷òî x2 > x1. Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà èõ ðàñïîëîæåíèÿ
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1. x1 ∈ [a,A(ε)] ; x2 ∈ [a,A(ε)].

Â ýòîì ñëó÷àå èç óòâåðæäåíèÿ (5) ïîëó÷àåì

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [a,A(ε)] ∀x2 ∈ [a,A(ε)] |x1 − x2| < δ(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
< ε

2. x1 ∈ [A(ε),+∞) ; x2 ∈ [A(ε),+∞).

Â ýòîì ñëó÷àå èç óòâåðæäåíèÿ (4) ïîëó÷àåì

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [A(ε),+∞) ∀x2 ∈ [A(ε),+∞) |x1−x2| < δ(ε)

⇒ |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
< ε

3. x1 ∈ [a,A(ε)] ; x2 ∈ [A(ε),+∞). Òîãäà

∀ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀x1 ∈ [a,A(ε)] ∀x2 ∈ [A(ε),+∞) |x1 − x2| < δ(ε)

⇒
∣∣f(x1)− f(x2)

∣∣ = ∣∣∣f(x1)− f
(
A(ε)

)
+ f

(
A(ε)

)
− f(x2)

∣∣∣ ⩽
⩽

∣∣∣f(x1)− f
(
A(ε)

)∣∣∣+ ∣∣∣f(A(ε))− f(x2)
∣∣∣ < ε

2
+

ε

2
= ε

Îáúåäèíÿÿ âìåñòå âñå òðè ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå [a,+∞).

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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